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Ingen hjelpemidler utover ordinaere skrivesaker.

Alle 20 deloppgaver teller i utgangspunktet like mye.

| bedgmmelsen av besvarelsen tas det hensyn til om svarene og
begrunnelsene er klare og presise, og at det er lett 3 fglge de
logiske ressonementene.

OPPGAVE 1. Likemektighet og tellbarhet

(a) Ta utgangspunkt i mengdene A ={1,2,3,4} og B ={2,4,6,8,10}. Hvis mulig, definer en
funksjon f : A — B som er onto/surjektiv B og en funksjon g : B — A som er onto/surjektiv
A. Hvis dette ikke er mulig, begrunn hvorfor.

(b) Forklar hva som menes ndr en sier at to mengder A og B er likemektige (lik kardinalitet).
Forklar videre at intervallene [0, 1] og [—1, 1] er likemektige.

(c) Forklar hva som menes med at en mengde er tellbar. Vis at Q er tellbar. (Hint: En tellbar
union av tellbare mengder er tellbar.)

(d) Forklar hva som menes med mengden av algebraiske tall og vis at tallet
va" —1der a€ Q og ne N er algebraisk.

(e) Vis at intervallet [0, 1] er ei overtellbar mengde.

OPPGAVE 2. Konvergens og fglger

(a) Ngyaktig hva mener vi ndr vi sier at en fglge {a,} av rasjonale tall konvergerer til det rasjonale
tallet g7 Bevis at g da er entydig. (Hint: Anta a, — gog a, — pder g # p og sett e = “’;—q'.)
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(b) Vis at en konstant fglge er konvergent. (Hint: Se pa fglga der a, = ¢ Vn.)

(c) Bevis at hvis {x,} 0g {ya} er to fglger av reelle tall slik at m x, =L og /m y, =M, s er
M (X +yn) =L+ M.

(d) La AC R og a € A. Definer hva som menes med at /) a er et indre punkt, /i) A er en dpen
mengde og iii) A er en lukket mengde.

OPPGAVE 3. Desimalrepresentasjon og de reelle tallene

(a) Skriv tallene (3)* og (—3)*.

(b) Hvilken brgk har desimalutviklinga 0.0837 Vis utregning.

(c) Vis at % = 0.4857142. Bestem periodelengden og startlengden til desimalutviklinga.
(d) Formuler kompletthetsegenskapen til R (den behgver ikke bevises).

(e) Argumenter for at multiplikasjon av to positive, reelle tall er kommutativ.

(f) La x, veere den kanoniske fglga tilhgrende til det reelle tallet x = (ag, {a1, a2, as,...}). Vis
at x, < x for alle n € N.

OPPGAVE 4. Kontinuitet, grenseverdier og deriverbarhet

(a) Bruk definisjonen av kontinuitet til & vise at f(x) = 2x° + 3x er kontinuerlig i x = 2.

Mellomverdisetningen: Gitt a < b. La f vaere en kontinuerlig funksjon der f(a) # f(b). For alle
verdier M mellom f(a) og f(b), finnes et reellt tall ¢ € (a, b) der f(c) = M.

(b) Bruk skjeeringssetningen til & bevise mellomverdisetningen. (Hint: Se pd funksjonen g(x) =
f(x) — M der f(a) < M < f(b).)

() La f(x) = £=1. Vis at lim f(x) = 2 og avgjgr om f er kontinuerlig i x = 1.

x—1 x—1

(d) Vis at hvis en funksjon f er deriverbar i x = a, s& er den ogsé kontinuerlig i x = a.

(e) La f(x) = |x|. Avgjgr om f er deriverbar i x = 0, kontinuerlig i x = 0 og om grensa M f(x)
eksisterer.

Henrik L. Njglstad
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